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Capitulo

Introduccion

En la presente nota nos interesa entender el siguiente problema:

Dado un polinomio homogéneo F(xq,x1,x2) € Clxg,x1,Xx2] de
grado al menos uno, éste determina una curva algebraica C = {P € P? |
F(P) = 0}, la cual tiene asociada una superficie de Riemann compacta,
conexa S, y una funciéon @: S — P? cuya imagen es la curva C, @ es un
biholomorfismo sobre su imagen “casi en todas partes". Si definimos el
género de la curva C como el género de la superficie asociada S, resulta
natural hacernos la siguiente pregunta: ;Como podemos determinar el
género de C a partir de la funcion F?

En el caso en que la curva C sea no singular, veremos co6mo se
obtiene su género a partir del grado de F. Daremos algunos ejemplos
de curvas singulares y veremos como contribuyen los puntos singulares
en la estructura topolégica de S, es decir, como influyen los puntos
singulares de una curva para determinar su género.

1.1. Marco historico

La geometria algebraica naci6 con el descubrimiento de las coorde-
nadas cartesianas, y en sus inicios se dedico al estudio de propiedades
particulares de subconjuntos de R? y R3 definidos por ecuaciones
polinomiales respecto a las coordenadas, y se desarrollo en torno a
problemas de:

e clasificacion;

e busqueda de invariantes con respecto de algunas transformaciones
del plano o el espacio;

e problemas de intersecciones;

e estudio de familias de puntos sobre una curva, o familias de curvas
en una superficie.

El marco de investigaciones, que ha evolucionado mucho desde
comienzos del siglo xix hasta nuestros tiempos, durante el siglo xvi
introduce el uso de los numeros complejos en el analisis de las curvas,
lo cual condujo a concebir los puntos de coordenadas complejas.

Uno punto con coordenadas complejas pertenece a una variedad
algebraica cuando este satisface las ecuaciones que la definen.
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2 1. INTRODUCCION

Este es el primer ejemplo de extension del campo base. A partir
de Riemann, las funciones definidas sobre una k-variedad algebraica
tienen un papel cada vez mas importante, ya no solo interesa estudiar
los conjuntos, ahora se toma en cuenta el tipo de funciones que esta
admite, y las propiedades que las caracterisan, tenemos asi:

e Funciones regulares; restriccion de funciones definidas en k" a la
variedad.

e Funciones racionales; cocientes de funciones regulares bien defini-
das sobre la variedad.

e Fl grado de trascendencia del campo de funciones racionales se
denomina la dimension de la variedad. En particular, una variedad
de dimension 1 se llama curva, y de dimensién 2 superficie.

e Dos variedades algebraicas irreducibles con el mismo campo de
funciones racionales se denominan birracionalmente equivalentes.

El hecho de que, al considerar el campo complejo, las variedades
algebraicas afines sean casos particulares de variedades analiticas
condujo al concepto de espacio anillado. Sobre una variedad algebraica
afin se define una topologia (no Hausdorff), llamada la topologia de
Zariski.

En el siglo xx podemos distinguir tres periodos, el primero de
1900 a 1930 esta influenciado por la escuela Italiana, representada
por Castelnuovo, Enriques y Severi, quienes dan los lazos entre la
geometria sintética y las técnicas algebro geométricas en el estudio de
superficies, asimismo exploran las técnicas topologicas y analiticas. De
1930 a 1960 Zariski, Weil y Grothendieck introducen sistematicamente
las herramientas del algebra conmutativa en la geometria algebraica,
y encuentran un lenguaje comun para hablar tanto de variedades
proyectivas sobre campos de caracteristica p como sobre el campo
de los nimeros complejos, creando asi una geometria que incorpora la
aritmética y la geometria proyectiva.

A comienzos del siglo xx las nociones generales de algebra
abstracta permiten generalizar los conceptos anteriores:

Si k es un campo, una k-variedad algebraica afin es el conjunto V
de puntos en k™ que verifican una familia de ecuaciones polinomiales
con coeficientes en k.

De 1960 a nuestros tiempos, la geometria algebraica se ha desarro-
Ilado en diversas direcciones destacando la geometria en dimensiones
superiores, concretamente el estudio de sus singularidades, y la teoria
de sus ciclos, y la teoria de moduli, es decir los parametros que descri-
ben familias continuas de variedades.



Capitulo

Curvas algebraicas

2.1. El plano proyectivo.

A lo largo del presente trabajo K denotara un campo algebraica-
mente cerrado, y C denotara el campo de los nameros complejos.

Si n es un entero positivo, y K™ es el (n + 1)—ésimo producto
cartesiano, decimos que dos puntos z, z’ € K"*! \ {0} son equivalentes
si existe un escalar no nulo A € K tal que z’ = Az. El espacio proyectivo
de dimension n, que denotaremos P" es, por definicion, el conjunto
de clases de equivalencia de K™\ {0}. Bajo esta relacion, es decir,
P* = (K™ \ {0})/K*. Si equipamos a P" con la topologia cociente,
tenemos que P" es una variedad compacta. Cuando n = 2 tenemos
el plano proyectivo, si consideramos en P? los conjuntos abiertos
Uy = {(x0; x1;x2) € P? | xx # 0}, entonces {Uy}x=01,2 constituye una
cubierta abierta de P?, y cada Uy es homeomorfo a K> de manera natural,
por ejemplo ¢po(xo; X1; X2) = (%; %), éste ultimo se denomina un sistema
afin de coordenadas, y cuando K = C dota al plano proyectivo P? de una
estructura de variedad compleja de dimension dos. La clase (xg; x1; X2)
de un punto (xg, x1,Xx2) se denomina la coordenada homogénea del
punto.

DEFINICION 2.1.1. Una transformacion ¢@: P" — P" dada por
ecuaciones lineales simultaneas se denomina una transformacion
proyectiva.

En particular, si P" = K"\ {0}/ ~, una transformacion proyectiva
es la inducida por una transformacion lineal K"*! — K"+!,

EjEMPLO 2.1.2. 1. Cuando K = C, podemos identificar P' con
la esfera de Riemann C U {co}, y una transformaciéon proyectiva
corresponde a una transformacion de Mobius

_az+b

Qp(z) = >+ d con ad—bc#0

2. Si @ : P2 — P? estd dada como @(xg; x1;X2) = (Xo + X1 + X2, X0 +
X1; X»), entonces @ es una transformacion proyectiva.
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4 2. CURVAS ALGEBRAICAS

En el analisis de las curvas algebraicas, utilizaremos tanto los
sistemas homogéneos como los sistemas afines de coordenadas para
estudiar los objetos de nuestro interes, a saber, las curvas algebraicas
con puntos singulares.

DEFINICION 2.1.3. Si pg, p1, ..., Pr €S un conjunto de puntos en P",
con 0 < v < n, diremos que estan en posicion general si el espacio
generado por estos puntos tiene dimension v. Si n < v, diremos que
los puntos estan en posicion general si cualesquier 1+ 1 de ellos genera
P,

EsempLO 2.1.4. Los puntos Py = (1;0;0), P, = (0;1;0),P, = (0;0;1) y
P3 = (1;1;1) estan en posiciéon general en P?.

Si (xo; x1, ..., Xy) es un sistema de coordenadas homogéneas en ",
y sia = (ap;ai;...;ay) es un punto en P", el conjunto
H, :={(x0;x1;...;xn) €P" | apxo+ai1x; +...+aux, =0}

es un conjunto bien definido, y se denomina un hiperplano en P".
Cabe notar que dos puntos a y b estan el mismo hiperplano si, y
solosia~b

2.2. Curvas Algebraicas.

DEFINICION 2.2.1. Sea F = F(xg, X1, X2) un polinomio homogéneo de
grado n (n > 1) en las variables xg, x; Y x». El conjunto

Z(F) = {(x0; x1;X2) € P? | F(x0;x1;%2) =0}

estd bien definido y se denomina una curva algebraica plana o
simplemente una curva plana.

Las curvas planas de grado uno, dos, tres, cuatro, cinco, seis,
. se denominan respectivamente: lineas, conicas, cubicas, cuarticas,
quinticas, séxticas,. . .

EiempLo 2.2.2. 1. Si F(xq, x1,X2) = Xo + X1 + X2, entonces Z(F) es
una linea en P2. En el plano afin U, = {(xo;x1;X2) | X2 = 1}, esta
linea corresponde a xg + x; +1 =0.

2. Si E(xq, x1,X2) = xX9x1, entonces Z(E) corresponde a un par de lineas
en P?, a saber Z(E) = {xo =0} U {x; =0}.

3. Si G(xo, x1,X2) = XoXx1 — X3, entonces Z(G) es una conica en P?. En
el plano U, = {x» = 1}, ésta corresponde a xyx; = 1, (una hipérbola
euclideana), mientras que en el plano Uy = {xo = 1}, ésta ecuacion
corresponde a x; = x%, (una parabola euclideana).

4. Si H(x, x1, x2) = X3 — x1x3, en el plano U, = {x, = 1} esta ecuacion
tiene asociada la curva xg = x;. La curva Z(H) es una cubica.
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X X
X =0
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X+X+X =0 XX=0
X X
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B 2
XXX =0 X XX =0
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X X
X XxXx=0 X xx=0

Figura 2.1. La parte real afin de las curvas algebraicas dadas
en los ejemplos anteriores.

Cabe notar que una curva plana puede tener componentes multiples.
Por ejemplo, si F(xg, x1,X2) = xéxl, como conjunto, la curva asociada
consta de dos lineas, a saber la linea xy = 0 unién la linea x; = 0, pero
debemos notar que como curva algebraica la linea x, = 0 aparece con
multiplicidad dos.

Ya que en el plano proyectivo (xo; x1; X2) V A(X0; X1; X2) determinan
el mismo punto, notamos que, si F es un polinomio homogéneo,
entonces Fy AF tienen el mismo conjunto de ceros, por lo cual podemos
decir que dos polinomios homogéneos F y G no nulos de grado n son
equivalentes si y solamente si G = AF para algin A € K — {0}, asi



6 2. CURVAS ALGEBRAICAS

no distinguiremos entre la curva determinada por F y por AF, con
A e K\ {0}.

DEFINICION 2.2.3. Diremos que dos curvas planas F y G son
proyectivamente equivalentes si hay una transformacion proyectiva
T:P> - P?>talque Go T =F.

Usando coordenadas, esto es equivalente a pedir una matriz
A = (aij) € GL(3,C) tal que, como polinomios tengamos la siguiente
identidad:

2 2 2
G( E ag jXj, E ap jxj, E az jx;j) = F(xo, x1, X2).
Jj=0 J=0 Jj=0

EJEMPLO 2.2.4. La curva Z(G) = {(x0; x1;X2) | Xox2 + x3 = 0} es
proyectivamente equivalente a la curva Z(F) := {(xo; x1; X2) | x% + x% +
X3 + x0x1 + X0X2 + X1x2 = 0}. Sea T : P> — P2, la transformacion dada
por T(xg, x1,X2) = (Xg + X1 + X1, X0 + X1,X>2), entonces F=Go T.

Figura 2.2. Curvas proyectivamente equivalentes.

Una propiedad proyectiva (0 invariante proyectivo) de una curva
plana es una propiedad que es invariante bajo equivalencia proyectiva,
esto es, bajo un cambio de sistemas coordenados homogéneos. Un
ejemplo de invariante proyectivo es el grado de una curva plana.

2.2.1. Lineas y Coénicas. Regresando a nuestros ejemplos, una linea
£ en P? esta definida por:

U= {(x0; x1;x2) € P2 | L(x0; x1;x2) = 0}

donde L(xg, x1,X2) = apxo + a1x1 + ax» = 0 es una forma lineal, esto
es, un polinomio homogéneo de grado uno en las variables xg,x; v
x>, notese que ¥ esta determinado por L salvo multiplos constantes no
cero.
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Si F = F(xgp, X1, X>2) es un polinomio homogéneo de grado dos, el
subconjunto

C = Z(F) = {(x¢; x1;x2) € P* | F(x0;x1;x2) = 0}
se denomina una conica. F puede escribirse como:

F(xo,X1,X2) = Y apXjxx (@ = d))
J+k=2

Entonces el polinomio F es irreducible, o bien, es el producto de formas
lineales. En el primer caso, la conica C es irreducible, en el segundo
caso, la conica es reducible.

En el segundo caso la conica es la union de dos lineas C = {L; =
0} U{L, = 0}, y en este caso se dice que C es reducible. Las lineas
{L, =0} y {L, = 0} se denominan las componentes irreducibles de C,

En el caso en que {L; = 0} = {L, = 0}, como conjunto C es una linea,
pero como curva algebraica la consideraremos como una linea doble,
es decir, no es una linea, es una céonica. Podemos ver la representacion
de los distintos casos en la Figura (2.3)

Se puede determinar si la cénica es irreducible o no a partir de
los coeficientes aj de la forma cuadratica que determina la conica,
concretamente tenemos:

c-L UL,

L . L 4L
Conica irreducible con L 4L,

xy? 422 =0 Cénicas reducibles

Figura 2.3. Cobnicas

PROPOSICION 2.2.5. La conica
2
C = {(xo;x1;X2) € P? | Flxo; X13X2) = > ajpXXe (e = ax,)}
k,k=0
es irreducible siy solamente si el determinante de la matriz A es distinto
de cero, es decir,
Apo  aAor  Ao2
ayp apn ap |70
azp a1 Az

DEMOSTRACION. Dejamos la demostracion como ejercicio. O
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Mientras que en R? una linea y una conica no necesariamente se
intersectan, tenemos que en el plano proyectivo una conica irreducible
y una linea siempre se intersectan, y la interseccién consta de, a lo mas,
dos puntos distintos. Cuando la interseccién conste exactamente de
un punto, diremos que esa linea es tangente a la conica en ese punto,
ademas, al igual que en R?, la linea tangente por el punto p es unica y
se suele denotar por T,C.

En R? distinguimos también los distintos tipos de coOnicas no
degeneradas, mediante el discriminante, esto es, si tenemos una
ecuacion de la forma Ax?+Bxy+Cy?+Dx+Ey+F = 0,donde A, B,C,D, E
y F son constantes, con A, By C no todos nulos, el nimero A = 4AC — B?
recibe el nombre de caracteristica de la ecuacion y corresponde a una
ecuacion de tipo eliptico si A > 0, parabdlico si A = 0 e hiperbdlico si
A < 0.

En el plano proyectivo tenemos que:

PROPOSICION 2.2.6. Dos conicas irreducibles pueden transformarse
una en otra mediante una transformacion proyectiva.

DEMOSTRACION. Bastara mostrar que cualquier conica irreducible C
es proyectivamente equivalente a la conica xgx, — x% =0.

Consideremos tres puntos distintos pg,p2 v p3 en C, y sea p; el
punto de interseccion de las rectas tangentes a C en los puntos pg y po.
Como la conica es irreducible, los puntos pg, p1, P2 V p3 Se encuentran
en posicion general.

Entonces, existe una transformacion proyectiva T: P? — P? tal que:
T(po) = (1;0;0), T(p1) = (0;1;0), T(p2) =(0;0; 1) y T(p3) = (1;1; 1).

f
Figura 2.4. Conicas

La conica C’ que pasa por los puntos (1;0;0), (0;1;0), (0;0;1) y
(1;1; 1) debe satisfacer una ecuacion de la forma:

i gk _
E ai,jkXoX1X2 =0
i+j+k=2
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al resolver el sistema, podemos ver que C’ esta dada como
C' = {(x0; x1;Xx2) | xox2 — X7 =0} U

Asi, no hay distincion entre una elipse, una parabola y una hipérbola
en el plano proyectivo complejo.

2.2.2. Curvas Reducibles e Irreducibles. Como sabemos, el anillo
de polinomios con coeficientes en un campo K[xg, X1, X>] es un dominio
de factorizaciéon tnica, luego entonces, el polinomio homogéneo F se
descompone (en forma tnica salvo unidades y orden) como producto
de polinomios homogéneos irreducibles

F=F!...F

La curva F; se denomina una componente irreducible de la curva plana
F, y n; se denomina su multiplicidad. Si n; > 2, la curva F;-” se
denomina una componente multiple de F. Diremos que la curva F es
irreducible, si F es un polinomio irreducible, si no es asi, F se llama
reducible.

Por ejemplo, si F = F1F22, donde degF, = 3,degF, = 1, entonces
F es una curva quintica reducible, esta consta de dos componentes
irreducibles F; y F,, donde F; es simple y F, es una componente
multiple de multiplicidad dos.

F

Figura 2.5. Quintica reducible que consta de dos compo-
nentes, F, simple, F> multiple.

Si F = F" .- F, recordamos que
Z(F) = {(x0; x1;X2) € P? | F(x0;x1;x2) = 0}
entonces, como conjuntos, esto es, sin contar multiplicidades
Z(F)=Z(F1)U...UZ(F) = Z(Fy - - - Fy)

aunque, como curvas algebraicas, Z(F)y Z(F; ... Fs) son objetos distintos
si ny # 1 para alguna k, pues Z(F) contiene componentes multiples.
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Las curvas planas tienen varias propiedades, enunciaremos a
continuacién una de ellas:

Como consecuencia del teorema de los ceros de Hilbert proyectivo
tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 2.2.7. Si F es un polinomio de grado n, (n > 1) entonces
o Z(F) #PZ;
o Z(F) #0.

DEMOSTRACION. Véase [F, Capitulo 4] O

Por otra parte, como consecuencia del algoritmo de la division
tenemos:

ProPOSICION 2.2.8. Si F y G son curvas planas tales que F no tiene
componentes multiples y Z(F) C Z(G). Entonces el polinomio G es divisible
por F.

Si conocemos la relaciébn que hay entre variedades e ideales
podemos ver esto facilmente. Si X C P", el ideal de X, que denotamos
I(X) se define como

I(X):={F € K[Xo,...,Xu] ;F(P)=0 paracada P € X}.

Supodngase que Z(F) C Z(G) entonces I(Z(G)) C I(Z(F)), lo cual significa
que vG C VF, como F no tiene componentes multiples, < F >= \/F, de
donde v/G C< F >. Ahora bien, como G € /G, en particular, G €< F >,
por tanto, existe un polinomio A tal que G = AF.

Podemos también ver esto, utilizando coordenadas, haremos esto
a continuacion.

DEMOSTRACION. Como V(F) # P2, podemos elegir un sistema de
coordenadas homogeneas (xg, X1, X2) tal que (0,0,1) ¢ Z(F). Podemos
escribir:

-1
F(XOlXI,XZ) = a()xg + al(XO’Xl);l Tt an(x(),xl)’ ao 7!0,

G(x0, X1, X2) = box8* + by (x0, x1)x5" " + ...+ by(x0, x1), by #0.

Al considerar F y G como polinomios en la variable x, con
coeficientes en el anillo K[xg, x;] y dividimos G por F, en particular,
exiten polinomios homogeneos Ay B tales que G = AF+B. Como aq # 0,
podemos escribir

—1
B =coxd+c1(xo,x1)x3 " +...+cqlx0,x1), g <n—1

Como F no tiene componentes multiples, tenemos que el discrim-
inante de F, que denotamos Dpg(x, X1) no es cero como polinomio en
X0, X1.

Recordamos que Dg(xg, X1) = aoRp (X0, X1).
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donde Rpr denota la resultante de F con su derivada. Si F
y G denotan dos polinomios de grados m y m respectivamente, y
coeficientes a;, b; como antes, entonces la resultante de F y G esta
dada como:

apg a; ... dpn 0 0 0 0
0O ap a9 ... a, 0 ... O 0
prg(XO,X1)1= 0 0 0 ap ay ... an
by by ... ... by, 0 ... O 0
0 0 ... ... 0 by by ... bm

Si elegimos (Ag,A;) € P! tal que D(Ag,A;) # O existen numeros
complejos ditintos Apg,..., A, tales que F(Ag,A1,Az;) = 0, para 1 <
J < m. Por hipotesis Z(F) C Z(G), por lo que G(Ag, Ay, Az5) = 0, asi
B(Ag, A1, Az5) = 0, por lo que:

co = C1(Ag, A1) = ... = c4(Ag, A1) = 0.
Como esto se cumple para cualquier punto en la linea proyectiva,
salvo quiza un numero finito de puntos, entonces ¢y =...=¢4 = 0, es
decir, B = 0. O

Como consecuencia de este ultimo resultado tenemos que dos
curvas planas, sin componentes multiples, coinciden si y solamente
si, los polinomios homogéneos que las determinan, coinciden salvo
unidades.

2.2.3. Multiplicidad de la Curva en un Punto. Si F es una curva
plana, y p = (0;0;1) ¢ Z(F), entonces podemos escribir F como un
polinomio en la variable x, con coeficientes en el anillo de polinomios
Klxq, x11, esto es:

—1
F(xo, X1, X2) = ao(Xo, X1)X5 + a1(x0, X1)X5 " + ...+ an(xo, X1),

donde (ao(xo, x1) = ag # 0), luego entonces, para cualesquier punto q =
(Ag, A1, 0) sobre el eje x, como consecuencia del teorema fundamental
del algebra, la ecuacion

aox” +ai(Ag, A1)Xn71 +--+an(do, A1) =0

tiene n soluciones contando multiplicidad, lo cual significa que Z(F) y
la linea que une los puntos p y g, que denotaremos pq, se cortan (como
conjuntos) al menos una vez y a lo mas n.

El hecho de que enP? una linea y una curva de grado n se intersecten
en n puntos, contando multiplicidades, es una propiedad proyectiva.
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Ademas una curva plana Z(F) es un conjunto cerrado, aun mas,
como consecuencia de la propiedad anterior, es nunca denso.

Sea F una curva plana y p € Z(F). Podemos escoger un sistema
de coordenadas homogéneas (xo;x1;x2) tal que ¥» = {(xo;x1;%2) €
P2 | x, =0} ¢ Z(F)y P = (0;0;1). Sea f(x,y) = F(x,y,1) la curva afin
correspondiente a F. Entonces

FO ) = fm0 V) + fnan 060 + oo+ fulx, ), (m>1)

donde fy(x,y) es la parte homogénea de grado k de f'y fin(x,») #0
como polinomios.

El entero m se denomina la multiplicidad de la curva F en el punto
p Yy se denota m,(F). Este numero es independiente de la eleccion de
coordenadas.

DEFINICION 2.2.9. Diremos que F es no singular en p si m,(F) = 1,
de otra forma diremos que F tiene un punto singular (o multiple) en p.

Si denotamos por SingF el conjunto de todos los puntos singulares
de F, entonces SingF no es finito si, y s6lo si, F tiene una componente
multiple.

EsEMPLO 2.2.10. 1. SiF(x,y, z) = y*z—x3+2z%x, o si preferimos, la
curva afin correspondiente a F es f(x, y) = F(x, v,1) = > — x3 + x.
Entonces p = (0,0, 1) esta en la curva, pues F(0,0,1)=0—-0+0=0,
y filx,»,1) = x, por lo que m,, = 1, asi P es un punto no singular.

2. Si H(x,y,z) = x°z — »3, entonces P = (0, 0, 1) es un punto singular,
pues h(x,y) = H(x, v,1) = x> — 33, asi hi(x, y) = 0, ha(x,y) = X%,y
Mmp = 2.

DEFINICION 2.2.11. Una curva plana sin puntos singulares se de-
nomina una curva plana no singular. De otra forma, la curva se llama
curva plana singular, o simplemente, curva singular.

ErempLO 2.2.12. La curva definida por el polinomio f(x,y,z) =
X+ Y+ z es no singular, mientras que la curva definida por el polinomio
g(x, v, z) = xyz es singular.

Si F denota una curva plana, p € Z(F) y f(x, y) = F(x, y,1) denota
la curva afin correspondiente a F, tenemos que

f(X’y)=fm(x,y)""fmﬂ(xxy)"‘---+fn(xny): (mzl)

Factoricemos f,,(x, y) en polinomios lineales (homogéneos) distin-
tos, esto es

Jm(x,y) =(@a1x+ by y)" - -(asx + b y)™, (Z n;=m)

La cerradura de la linea afin {(x,y) | (a;x + bj»)" = 0} en P? se
denomina la linea tangente a F en p. El numero n; se denomina la
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multiplicidad de la linea tangente. Si p es un punto no singular de F,
la linea tangente a F en p es Unica, y se denota por T,F. Si m,(F) > 2
y cada n; = 1, entonces p se llama un punto singular ordinario de
multiplicidad m. Un punto doble ordinario se denomina un nodo.

Otro caso extremo es cuando F es irreducible en p y m = m,(F) > 2,
p se denomina una cuispide. En este caso f,,(x,y) = (a;x + b;y)™, asi
hay una tnica tangente con multiplicidad m.

Otra serie de propiedades interesantes de las curvas planas son las
relacionadas con las lineas tangentes:

TEOREMA 2.2.13 (La igualdad de Euler).
1. xg0oF + ...+ x,0,F =nF.
2. Zj,k ijkajakF =n(n — 1)F.
3. En general (xg0o +. ..+ x,0,)*F = (})F.
DEMOSTRACION. Dejamos como ejercicio verificar este resultado [

En particular tenemos que un punto p es singular si y sélo si
a3711(;9) = (0 para 1 < k < r. De manera similar al caso euclidiano, en un
punto no singular p € P? la linea tangente a F en p esta determinada

por la ecuacion

oF oF oF
T,F: (axO(I—”)> Xo + (axl(p)> X1+ <axz(}9)) x2 =0.

EJEMPLO 2.2.14. Si consideramos la curva F : xox; — x3 = 0 definida
en el plano proyectivo complejo, podemos ver que el punto P=(1,1,1)
pertenece a esta curva, ademas ogF = x1,0:F = xq, y 0oF = 2x5, por lo
que, el plano tangente a F en el punto P satisface la ecuacion:

TyF:xg+x1+2x2=0
2.3. El teorema de Bezout

Para demostrar el teorema de Bezout nos basamos en el siguiente
resultado:

ProPOSICION 2.3.1. SiK es un campo, y T1, ..., T, son subconjuntos
infinitos de K, y f(x1,...,xn) € Klx1,...,x,] es un polinomio en n
variables. Si f(ai,...,a,) =0 para toda a; € T;, entonces f =0

La demostracion se hace por induccion en el nimero de variables.

Este resultado tiene como consecuencia que dos curvas planas, que
no tengan componentes comunes se corten sélo en un nimero finito
de puntos. Esto es:

PROPOSICION 2.3.2. Si F y G son dos curvas proyectivas planas de

grados n y m respectivamente que no tienen componentes comunes,
entonces V(F) N V(G) es un conjunto finito de puntos.
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DEMOSTRACION. Como V(F) # P? podemos elegir un sistema de
coordenadas tal que (0,0,1) ¢ V(F), y considerando F y G como
polinomios en (K[x, y])[z], tenemos:

F(x,y,2)=aoz" +a1(x,»)z" 1 +...+an(x,y), ao#0,

G(x,¥,2) = boz™ + b1 (x, V)Z" L+ ...+ bu(x,y), by #0.

Como consecuencia del algoritmo de la division, tenemos que
existen polinomios Q,R € (K[x, y])[z],con 0 < degR < degF = n tales
que G = QF + R. Si R es el polinomio cero, entonces G = QF, por lo que
V(F) C V(G), lo cual no es posible ya que, por hipotesis F y G no tienen
componentes comunes. Por lo que R # 0, como polinomio. En particular
R=coz" +c1(x,)z" ' +...c(x,y) concy #0y r =degR < n — 1.

Como R no es el polinomio cero, existe (Ag,A;) € A? tal que,
ci(Ag,A1) # O para algun j. En particular c;j(Ag,A1,2) € K[z] es el
polinomio no nulo. Por lo que sélo toma el valor cero para un nimero
finito de valores Ayi,...,A». En particular R(Ag, A1, Az;) = 0 para
cualquier valor (Ag, A;) € P! donde el discriminante de F no sea cero
como polinomio. Por hipotesis G(Ag, A1, Azj) = 0 para 1 < j < n. Esto
es R(Ag,A1,A25) = 0, para (Ag,Aq) € Pl'salvo para un numero finito
de puntos. En particular ¢y = ¢; = ... = ¢4 = 0, lo cual es una
contradiccion. O

DEFINICION 2.3.3. Si P € A%, Fy G son dos curvas planas en A?,
diremos que F y G se intersectan propiamente en P si no tienen
componentes comunes en P

EJEMPLO 2.3.4. Por ejemplo las curvas F: xg =0y G := x; =0 se
intersectan propiamente en P = (0;0; 1)

DEFINICION 2.3.5. Si Fy G son curvas planas en A2, y P es un punto
en A?, el numero de interseccion de F y G en P, que denotaremos
Ip(F, G) es el numero entero que satisface las siguientes propiedades:

1. Ip(F,G) > 0 si F y G se intersectan propiamente en P.

2. Ip(F, G) = oo si, y s6lo si F y G no se intersectan propiamente en P.
3. Ip(F,G) =0 siyso6lo si P ¢ V(F) N V(G).

4. Si T:A? — A? es un cambio de coordenadas, entonces

Ity (FT, GT) = Ip(F, G)

ul

Ip(G, F) = Ip(G, F).

6. Ip(F,G) > mp(F)mp(G), y la igualdad se da si, y s6lo si F y G no
tienen tangentes comunes en P.

7. SiF= HF;" yG=]] ij entonces Ip(F, G) = Zj’k visiIp(Fj, Gy).

8. Para cualquier A € K[x, ] se tiene que Ip(F, G) = Ip(F, G + AF).
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9. I,(F, G) = dimg Op(A?)/ < F,G >= dimg K[x, ]/ < F, G >.
10. Si p es un punto simple de F, entonces
I,(F, G) = ord5(G) = dimg Op(F)/(G).
11. Si F y G no tienen componentes comunes

> Ip(F, G) = dimg Klx, y1/(F, G).
P

Propiedades similares se cumplen para curvas proyectivas planas.

TEOREMA 2.3.6. Sean F y G dos curvas proyectivas planas de grados
m y n respectivamente, y supongamos que F y G no tienen componentes
comunes, entonces:

> Ip(F,G)=degGdegF.
PeV(F)NV(G)

En particular V(F) N V(G) # (.

Como F y G no tienen componentes multiples, entonces V(F) N V(G)
es finito, por lo que, podemos elegir un sistema de coordenadas
proyectivas (x, y, z) que V(F) N V(G) N V(z) = §. Luego entonces, como
consecuencia de la propiedad 11 antes enunciada tenemos que

Y BEG= Y IF,G)=dimcKlx, ¥/(F.,G.).
PeV(F)NV(G) PEV(F)NV(G)
Bastara demostrar que

dim K[x, y]/(F., G.) = dimy K[x, v, z]/(F, G) = mn

Paso 1. Demostraremos que dimy K[x,y, z]/(F,G) = mn si d >
m+n.

Sea 1 : Klx,y,z] — Klx,y,z]/(F,G) la proyeccion natural, en
particular, tenemos que 1T es epimorfismo, y ker i = (F, G).

Definamos @ : Klx, vy, z] x Klx, v,z] — Klx,y,z] el morfismo
definido como @(A,B) = AF + BG. Es claro que Imp =< F,G >.
Ademas, kerp = {(A,B);AF = —BG}. Finalmente, definamos ¢ :
Klx, v, z] — Klx, v, z] x K[x, ¥, z] como ¢/(C) = (GC,—FC). Como Fy G
no tienen factores comunes, ( es inyectiva, y podemos ver facilmente
que Imy C ker . Tenemos asi la siguiente sucesion exacta.

0 — Klx, y, z] — Klx, ¥, z] x K[x, ¥, Z]
— Klx, ¥, z] — Klx, y, zl/(F, G) — 0.
Restringiendo a grados apropiadamente que
0 - demfn[xa y: Z] - dem[xi y, Z] X de‘n[xl y’ Z]
— Kalx, v, z1 — Kylx, v, zl/(F,G) — 0.
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1 2
Como dimK,[x,y,z] = % para cada e > 1, como

consecuencia del teorema del rango tenemos que, sid > m+n entonces:

Kalx, y, z]

dim F.G)

=dimKylx, y, z] — dimKy_n[x, y, z] x Kg_nlx, ¥, z]
+ dlm Kd—m—n[xy yy Z]-

Luego entonces
Kulx, v,z (@d+1)d+2)

dim F.G) = 5
B (d—m+1)(d—m+2)+(d—n+1)(d—n+2)
2 2
d-m-n+1)d—m-n+2)
+ 5 =mn

Paso 2. El homomorfismo
o: Klx, y, z1/(F, G) — Klx, »,z]/(F, G)

definido como «([H]) = [zH] es inyectivo.

Supongamos que zH € (F, G), debemos demostrar ahora que:
H € (F,G).

Si J € Klx, vy, zl, Jolx, y) := J(x, y,0). Como V(F) N V(G) N V(z) = 0,
entonces Fy y Go son primos relativos en K[x, v]. Como zH = AF + BG,
entonces 0 = AgFy + BoGg. Como F y G no tienen componentes
comunes, existe alguin C € K[x, y] tal que By = FoC y Ay = —GoC.
Definamos A; := A+ CG y B; := B— CF, entonces (A;)g = (B1)y = 0, por
tanto, existen A’, B’ € K[x, v, z] tales que A; = zA’ y B; = zB'. Como
zH = A1F + B1G = zA'F + zB'G, tenemos que H = A'F + B'G, es decir «
es un monomorfismo.

Ademas, sid > n+m,

dimKy[x,y,z]/ < F,G >=dimK;1[x, y,z]/ < F,G >,

por lo que Xk,ix,y,z/<FG> + Kalx, ¥, 21/ < F,G >— Kyalx,y,z]l/ <
F, G > es sobre, y en particular, es un isomorfismo.

Paso 3. Sid>m+mn,yA;,...,Ann € Kylx, v, z] son tales que sus
residuos en Ky[x, v,z]/ < F,G > son base. Si A;, = Ai(x, y,1) € K[x, y]
y si a; denota el residuo de A;. € Kylx,y]l/ < F.,G, >. Entonces
ai,...,amn Son una base de Ky[x, y|/ < F., G, >.

Como &k,[x,y,z1/<F,G> €S un isomorfismo si d > m +n entonces los
residuos z"Aq,...,z" Ay, forman una base de Ky, [x,v,z]/ < F,G >
para toda v > 0.

Las a; generan Kylx,yl/ < F.,G. >. Si h = [H] € K[x,y]/ <
F.,G. >, con H € K[x, y], para algin N > 0 tenemos que zVH* es una
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forma de grado d + 7, por lo que zVH* = >""["A;z"A; + BF + CG. Por
ende h =) Aja;.

Las a; son linealmente independientes en K,[x, v/ < F.,G, >. Si
0 = > A;a, entonces > A;A; = BF, + cG,, en particular, existen 7, s,t
tales que z" >" A;A; = z°BF, + 2! CG..

Entonces Y A;[z"A;] = 0 € Ky [x, v, 2]/ < F,G >,y como las [z"A;]
constituyen una base, tenemos que A; = 0.

PrOPOSICION 2.3.7. Si F y G no tienen componentes comunes,
entonces

> mp(Fymp(G) < deg(F) deg(G).
I3

DEMOSTRACION. Como Ip(F, G) > mp(F)mp(G), entonces
deg(F) deg(G) = Y Ip(F,G) > Y mp(Fymp(G). m
p P

PROPOSICION 2.3.8. Si F y G son curvas de grados n y m respecti-
vamente, y si se intersectan en mmn puntos distintos, estos puntos son
simples sobre F y G.

DEMOSTRACION. Como consecuencia de lo anterior, mp(F)mp(G) = 1
para cada P € V(F) N V(G), de donde mp(F) = mp(G) = 1. O

PROPOSICION 2.3.9. Si dos curvas de grados m y n respectivamente
tienen mds de mn puntos en comiin, entonces tienen una componente
en comun.

ProprosicION 2.3.10. Si F = F1F», es una curva plana, entonces cada
punto de V(F;) N V(F,) es un punto singular de F. En particular, una
curva plana no singular es irreducible.

PrROPOSICION 2.3.11. Si F es una curva plana 'y p € V(F), entonces:
1. mp(F) = min{Ip(F, L); L es una linea que pasa por p}.
2. Ip(F,L) > mp(F) si, y solo si L es una linea tangente a F en P.

EsempLO 2.3.12. 1. Si F(x,y,z) = xz> — y® y P=(1,0,0), entonces
F(1,vy,z) =z — 33, por lo que mp(F) = 2, es decir, P es un punto
singular para F. y x = 0 es una tangente doble. Si L(x,y,z) = x
entonces V(F) N V(L) = {(0,0,1)}, por lo que Ip(F,L) = 3, ademas
Ip(F,L"y=mp(L’)=2siL'#L FenP.

2. Si F(x,y,z) = 28 — xy?, G(x,y,z) = ¥} — xz?, entonces Sing(F) =
Sing(G) = {(1,0,0)}, como F(1,y,z) = z* — »? entonces mp(F) = 2.
Analogamente, G(1, v, z) = 3 — z?, entonces mp(G) = 2. La tangente
a F en P esta dada como y? = 0, mientras que la tangente a G en P
esta dada por z° = 0. Como F y G no comparten tangentes comunes,
entonces Ip(F, G) = mp(F)mp(G) = 4. Ademas, V(F) N V(G) consta
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de los puntos P = (1,0,0),0 = (1,1,1) y Qi = (%), ¢i%™ 1) con
k=1,2,3,4

Como consecuencia del teorema de Bezout

4
9 =deg Fdeg G = Ip(F, G) + Io(F, G) + Z Io,(F, G).
k=0

Como Ip(F, G) = 4, en particular, Io(F,G) =1y Iy, (F,G) = 1.

DEFINICION 2.3.13. Un punto no singular P para una curva plana
irreducible F de grado n > 3 se denomina un punto de inflexion (flex)
si Ip(F, TpF) > 3. El punto se llama un punto de inflexion ordinario si
Ip(F, TpF) = 3. Si v = Ip(F, TpF) — 2, entonces 7 se denomina el orden del
punto de infelxion P.

Si
Fxx ny sz
Hess(F)=| Fyx Fyy, F,;
sz Fzy Fzz

entonces Hess(F) es un polinomio homogeneo de grado 3(n — 2), y se
denomina el Hessiano de F.

PROPOSICION 2.3.14. Si F es una curva plana irreducible, P € V(F),
es un punto de inflexion si, y solo si Hess(F)(P) = 0.

DEMOSTRACION. Podemos elegir un sistema de coordenadas (X, Y, Z)
tal que P = (1,0,0) y TpF = {z = 0}. Sea x = Y/X,y = Z/X, ¥
S, y) = F(1,x, y).

Entonces

fx,y)=y(a+ bx +cy+ (términos de grado > 2)+ dx? + h(x)

con a # 0, b, c,d constantes, y h un polinomio que no tiene términos
de grado menor o igual que 2. Como F(X,Y, Z) = X" f(x, ), entonces

0 0 (n—1MNa
Hess(F) = 0 2d b = 2(n - 1)°a?d.
m—-1a b 2¢

Pero Hess(F)(P) = 0 si y soOlo si d = 0, esto es, si P es un punto de
inflexion.

PROPOSICION 2.3.15. Una curva plana no singular de grado n > 3
tiene al menos uno, y a lo mds 3n(n — 2) puntos de inflexion.
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2.4. Curvas analiticas

Por otra parte, si K = C, una curva afin, o proyectiva es, casi en
todas, homeomorfa a un abierto de C, esto nos conduce a dotar a las
curvas de una estructura analitica.

DEFINICION 2.4.1. Un germen de curva analitica en P es una clase
de equivalencia de funciones holomorfas f definidas en una vecindad
de P con f(P) = 0, por la siguiente relacion: f y g son equivalentes en
P que denotaremos f ~p g (P), si existe una funcion holomorfa en una
vecindad U de P tal que g = fh. Denotaremos el germen de f como

{f =0}

En particular, podemos considerar a f como un elemento del anillo
de series de potencias convergentes C{x, y}, el cual es un dominio de
factorizacion tunica, por lo que f puede descomponerse en factores
irreducibles

P g

Asi, {f = 0} tiene ramas irreducibles {f,},...,{fs} en P con multiplici-
dades nq,...,n;.

Todo germen de curva analitica en P {f = 0}, tiene asociado
un parametro de uniformizacion local t, esto es, existe un disco
A0, €) = {z € C; |z| < €} y una aplicacion holomorfa ¢ : A(0, €) — P? tal
que ¢(0) = P, p~1(P) = {0}, y ¢ es una biyeccion de A(0, €) en {f = 0}.

EJEMPLO 2.4.2. Si f(x,y) = x* — y?, con a y b primos relativos,
entonces ¢(t) = (t?, t%) es una parametro de uniformizacién.

LEMA 2.4.3. Si {f = 0} es un germen de curva analitica en P,
entonces:

1. Existe una pardmetro de uniformizaicon local ¢ tal que ¢p(t) =
(t™, v(t)), donde h(t) es una funcion holomorfa tal que v(0) =0, y
2. Existe un polinomio irreducible

m—1

RO, ») = Y™ + a1(x)y
tal que {f =0} ={R =0}

DEMOSTRACION. Primeramente, supongamos que ¢(t) = (u(t), v(t))
donde u(0) = v(0) = 0, y m = orvdou(t), el orden del cero de u en t = 0.
Entonces u admite una expansion en serie de potencias de la forma:

+.o..tapx), (ajx)e C{x})

u® = at’, (am#0)
k=m
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o0
Z aptk en una rama apropiada de logaritmo. Entonces t
k=m
es una funcién holomorfa de s, por lo que s es un parametro local de
{f =0} tal que

Seas=tm

(¢p o )(8) = (s™, (V 0 1)(5)).
Para la segunda parte, si ¢(t) = (t", v(t)) es un parametro de
uniformizacion local, si € = exp(211/m) es una raiz m—ésima de la
unidad, definimos

m—1
Rx,y) = [[—vEx'™)
Jj=0
= Y+ a0y L+ am(x)

donde x!/™ es una raiz m—eésima de x. Las funciones ay(x) son

holomorfas en x, esto es,
a (x) = —v(x'™) — vexV™) — ... — (e Ixlm)

es una funcion holomorfa de x!/™ invariante bajo la accion x'/™ —
elxt/im,

Por construccion {f = 0} = {R = 0}. Si R = RyR; en C{x}, entonces
el germen de curva analitica { f = 0} no es irreducible, lo cual seria una
contradiccion. O



Capitulo

Superficies de Riemann

3.1. Fundamentos
En esta parte, recordamos lo que es una superficie de Riemann.

DEFINICION 3.1.1. Una superficie de Riemann S es un espacio
topoloégico junto con una coleccion U = {(Uy, «} de cartas coorde-
nadas, esto es, cada @4 : Uy — Vi €s un homeomorfismo de un abierto
de S en un abierto de C tal que @g o Q' es analitica cuando esta se

encuentra definida.

EsEmpLO 3.1.2. 1. P! es una superficie de Riemann, donde la
proyeccion estereografica da las cartas coordenadas.

2.Si § = Z(x* — y) cualquier punto lo podemos escribir como
x =ty=1=t>cont e C. Porlo que, esta curva afin es una
superficie de Riemann.

Si M; y M, son dos superficies de Riemann, una aplicacién
holomorfa F : M; — M es una aplicacion continua tal que, si (Uy, Q) Y
(Wg, @g) son cartas de M, y M, respectivamente, entonces g o Fo Pt
es analitica donde esta se encuentra definida.

En la siguiente seccién demostraremos que a toda curva proyectiva
podemos asociarle una superficie de Riemann

3.2. Superficies de Riemann asociadas a curvas algebraicas

Con el fin de tener un panorama un poco mas completo del
problema que aqui se trabaja, a continuacién daremos un esbozo
de como se construye la superficie de Riemann asociada a una curva
singular.

TEOREMA 3.2.1. Si C es una curva irreducible en P?, entonces existe
un modelo no singular @ : S — C, esto es, S es una supetficie de Riemann
compacta, y ¢ es una funcion holomorfa tal que:

1. p§)=C
2. ¢:5\ ¢~ 1(Sing(C)) — C\ Sing(C) es un biholomorfismo.
Ademds S es unica salvo biholomorfismos.

21
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DEMOSTRACION. Si Sing(C) = {P1,...,Ps} vy U; es una vecindad de
P; tal que

CNU;=CpU...C,

sea una descomposicion irreducible de la curva C en el punto Pj,

podemos suponer que U; N Uy =0 si j # kyque C;, NCjy = {P;j} si

v # u. Consideremos ¢, : Dj, — U; un parametro de uniformizacion

local de Cj, en P; y tal que ¢;,(Dj,) = Cj, paral < v < k;.
Consideremos ahora el conjunto

§=(C\SingO)u( D)
JV

Notese que S no necesariamente es una variedad conexa de
dimensién uno, necesitamos pegar algunas objetos en S, para lo cual
consideraremos la siguiente relacion de equivalencia:

Fuera de D}, no tenemos problemas, y todo punto esta relacionado
so6lo con el mismo.

Un punto P € C )\ Sing(C) se relaciona con Q € Dj,, es decir P ~ Q
siP e Cjy y d(Q) = P~

SiS§=8/~,ym:S — S eslaproyeccion natural, entonces S es un
espacio Hausdorff bajo la topologia inducida, las coordenadas locales
de (C \ Sing(C)) son las de C \ Sing(C) y las de 11(Dj,) son las de D},
finalmente se define 65 :S— Ccomo ¢p(P)=P,siPeC \ Sing(C), y si
P € Dj,, entonces ¢ induce una aplicaciéon holomorfa ¢ : S — C.

El género de una curva irreducible en P?, es el género de su modelo
no singular, si el género es cero, la curva se llama racional, y si es uno,
se denomina curva eliptica.

3.3. La formula del género

Regresando a nuestro problema, en ésta seccion nos dedicaremos
a resolver nuestra pregunta original:

Dada una curva algebraica F(xy,x1,x2) = 0, ?‘Como podemos
determinar su género?

Hay varias formas de resolver este problema, a continuacion
daremos un argumento topologico que nos servira en el caso en que la
curva no tiene puntos singulares.

Supongamos que C C P? es una curva suave de grado d, entonces

C = {(x0, X1, x2) € P? | F(x0,x1,x2) =0},

donde F es un polinomio homogéneo de grado d, y VF(0) # (0,0, 0)
para toda p € C, donde VF = (£, 9F "oF)

dx’ 0x1° 0x2
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Tomemos un punto P € P?\ C, y una linea £ C P?, tal que P ¢ ¢,
después de un cambio de coordenadas podemos suponer

P=(0,0,1), £={zecP?|x,=0}

aun mas, podemos suponer que la linea ¥ , la cual corresponde a la
linea “al infinito" no es tangente a la curva C

Consideremos la proyeccion con centro en P, 1tp : C — £ ~ P!,
la cual consiste en proyectar un punto Q € C a la recta ¥, esto es,
p(Q) = £ N (PQ), como se muestra en la Figura (3.1).

Figura 3.1. La proyeccién 1, con centro en p.

En el conjunto U, = {(x¢;x1;X2) | x2 # 0} podemos expresar lo
anterior en términos de las coordenadas afines, z; = x¢/X>, 2> = X1/X>,
y en C? ~ U, C P?, tenemos la ecuacion f(z;, z») = F(z;, z2,1) = 0.

En una vecindad de un punto Q € C, si f satisface la condicion
(0f/0z2) (Q) # 0, la variable z; puede verse como una coordenada local,
por lo cual la aplicaciéon no se ramifica; pero si (0f/0z»)(Q) = 0, como
la curva f es no singular, (0f/0z1)(Q) # 0, de donde, z, puede verse
como coordenada local sobre C en una vecindad del punto Q. De aqui
podemos suponer que z; = z1(z), de donde

f(z1,22) = f(z1(22),22) =0

Aplicando la regla de la cadena tenemos

of of 0z1 _
a—zz+a—ZI.a—Zz—O sobre C
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Como C es no singular, % y g no pueden anularse si-

multaneamente, asi el orden de anulamlento de azl en Q, que de-
notaremos v(Q) — 1, es igual al orden de 2 aZQ enQ € C. 12

Como la curva (% = 0) C P? tiene grado d — 1, como consecuencia
del teorema de Bezout, el nimero de interseccion de la curva C con
(55 af = 0) esta dado como deg(C) - deg( ) = d(d — 1); alin mas, como los

puntos deCn (% = () estan en el plano U,, tenemos que

> w@-1)=dd-1

qeC

Si nuevamente aplicamos el teorema de Bezout a la curva C y la
linea PQ, para un punto g general, tenemos que el nimero de hojas de
1p es d. Esto es, [C] = d - [£] en H%(P?, Z).

Aplicando la férmula de Riemann-Hurwitz a mp : C — £ ~ Pl
tenemos que:

X(C)=d-x®H~ ) WQ) ~1)
QeC
Como la caracteristica de Euler de la curva C estd dada por
Xx(C) = 2 — 2g(C), donde g(C) denota el género de C, xP' = 2, y
> (w(Q)—1) =d(d—1), entonces 2g(C) = 2—2d+d(d—1) = (d—1)(d —2),
por lo cual podemos concluir que:

ProPOSICION 3.3.1 (Formula del género para curvas planas no
singulares.). SiF es un polinomio homogéneo irreducible de grado d, tal
que C = Z(F) es una curva no singular, entonces el género de la curva C
estd dado en términos del grado del polinomio F como

(d—-1)d-2)
2

Notese que dado un entero d > 1, siempre podemos encontrar una
curva plana no singular de grado d, a saber, la curva C = (x;y;z) €
P? | x4+ y4 + z% = 0}. También podemos notar que usando solo curvas
no singulares, no podemos obtener una curva de género arbitrario, por
ejemplo, no podemos obtener curvas planas no singulares de género 2,
pues en éste caso deberiamos tener un entero positivo d, que satisfaga
la ecuacion 4 = (d — 1)(d — 2), 1o cual no es posible.

g0 =

1E] orden de anulamiento de Zi—; en Q es, el nimero de ramificacion de mp en Q

menos uno, y se denota con el simbolo v(Q) — 1.
%F] orden de % en Q € C es la multiplicidad de interseccion de la curva C con la

curva (% =0) en el punto Q.
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Para grado menor o igual a ocho s6lo son admisibles los siguientes
valores para el género:

grado género \ grado género

1 0 2 0
3 1 4 3
5 6 6 10
7 15 8 21

debido a esto, es necesario admitir curvas planas con puntos singulares.
Una version mas general de la formula del género es la siguiente:

TEOREMA 3.3.2 (La férmula del género). Si C es una curva plana
irreducible de grado d, @ : S — C es un modelo no singular de C, y si g
denota el género de la superfice de Riemann compacta S, entonces

d—1)d—2)
g= - 5 Z op,
PeSing(C)
donde el niimero 8p mide “qué tan complicada es la singularidad en P">
Denotemos por @ : S — C el modelo no singular de C. Para cada
punto P € C, tenemos que @~ '(P) = {Py, ... P}, Pj # Py, sij#k, donde
s = s(P) denota el numero de ramas irreducibles en P.
Localmente, podemos suponer que P = (0,0) y para cada punto
P; € ¢=1(P), con j = 1,...,s podemos encontrar un sistema local de
coordenadas
bi(t) =", hj(t),1 <j<s
m; denota la multiplicidad de la rama irreducible C; en P correspondi-
ente al punto P;, y h; es una funcion holomorfa de orden mayor o igual
a mj. La funcion h; no necesariamente es un polinomio.
En el caso particular en que s = 1, podemos tomar h de orden al
menos m + 1, y no congruente con cero moédulo m. *

3El nimero dp es la dimension del anillo cociente O/Oc‘p, donde Ocp denota el
anillo de gérmenes de funciones holomorfas de C en P, y O es la cerradura entera de
Oc,p. Este niimero es un entero no negativo, y ademas es un invariante analitico, [K].

45 realizamos el cambio de variable, w; = exp(%) yms=m;+...+mg es la
J
multiplicidad de C en P, definimos

mj—1
1
Rj(x,y) = H {y — hjwix™ )] =M+ ap)Y™iT L A ()
v=0

ROx, ) = H Ri(x, ) = ¥+ a1(x)y" " + .. + am(x),
j=1
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El siguiente resultadonos sera util para calcular el género de las
curvas que daremos en ejemplos posteriores.

ProPOSICION 3.3.3. Si F € C[xg, x1,X2] es un polinomio irreducible
homogéneo de grado d, y si C = Z(F) es la curva asociada, entonces:

L. W 2 ZPESingC Op.
2. (Sp > %mp(mp — ].)
3. 8p = 3mp(mp — 1) siy solo si,
(a) toda rama irreducible tiene a P como un punto no singular, o es
una cuspide simple de multiplicidad m, y ademdas
(b) las lineas tangentes a las ramas irreducibles de P son distintas
entre Si.

En este caso decimos que P es una singularidad ordinaria.
Es posible demostrar que [N, pag. 120--122]:

PROPOSICION 3.3.4. 1. 8p =0 siy sdlo si P es un punto no singular
de C.

2. 0p =1 siy sdlo si P es un nodo o una cuspide simple de multiplicidad
dos.

En particular, si C so6lo tiene 6 nodos simples
(d—1)d - 2)
9= "2

si C tiene s6lo 6 nodos y k cuspides simples de multiplicidad dos,
entonces

-5,

(d—-1)d-2)
9=——75 0~k
estas formulas se conocen como las formulas de Pliicker.

En particular, si P es una cuspide con multiplicidad dos, sp = 1y
localmente ¢(t) = (t2, bt + by "1 +..), (b # 0), donde k > 3, k
impar, y en este caso op = (k — 1)/2.

Una cuspide P sobre C con multiplicidad 2 se denomina ciispide
doble si 6p = 2.

Una cuspide P sobre C con multiplicidad 2 se denomina cuspide
rampa (ramphoide cusp) si 6p = 3.

Un punto singular P € C con sp
denomina un taconodo si 6p = 2.

Un punto singular P € C con sp = mp = 2y TpC; = TpCy se
denomina un osnodo si 6p = 3.

2 y TpCl TPCZ se

mp

donde las funciones a ji(x) y ax(x) son funciones holomorfas de la variable x, con
ovdx-oaj(x) > k'y ordy—oay(x) > k. Asi R(x,y) es un polinomio (de Weierstrass), y
alrededor de P la curva C esta dada como los ceros de R, esto es, C = {(x, ) | R(x,y) =0}
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sp mp Op nombre \
|1 2 1 Cuaspide simple de multiplicidad dos
@ | 1 2 2 Cuspide doble
G | 1 2 3 Cuspide Rampa
(iv) | 1 3 3 Cuspide simple de multiplicidad tres
w) | 2 2 1 Nodo
(vi) | 2 2 2 Tacnodo
(vii) | 2 2 3 Osnodo
(viii) | 3 3 3 Punto ordinario triple
Cuispide Cuspide doble Cuspide Rampa

Tacnodo

INodo

Punto' triple

Figura 3.2. Distitnos tipos de puntos singulares.

EjempPLO 3.3.5. Punto singular (0;0; 1), salvo en el ultimo ejemplo,
en donde tenemos dos puntos singulares:

Cuspide simple: x3 = 32z, parametro local ¢ : P! — P?, dado por
W) = (5% ).

Cuspide doble: x° = y?, parametro local ¢ : P! — P?, dado por
W(t) = (%1% 1).

Cuspide Rampa: (y — x?)? = xy?3, la imagen de  : P! — P? dada
por Y(t) = (1 + £3; 125 t4).

Punto triple en (0, 0): (x? + ¥%)? = x(x? — 3)?)

Tacnodo en (0, 0), nodo en (1, 0): (x? + y* — 3x)? = 4x2(2 — x)

Nota: Una demostracion de la formula del género, para curvas que
s6lo aceptan singularidades ordinarias puede encontrarse en [W, pg.
179], y en el caso general en [N, §2.1].
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3.4. Curvas planas de grado bajo

Nuestra pregunta ahora es: jDado un entero d > 3, qué tipo de
curvas planas singulares irreducibles de grado d existen?

Analizaremos este problema para d = 3,4 y 5, veremos qué
géneros podemos obtener cuando aceptamos que F admita o no puntos
singulares.

3.4.1. Curvas de grado tres. Cuando d = 3, la féormula del género
nos dice que g(C) = 1 — > ,6p, por lo que, si 6p = 0 la curva C es
no singular, este tipo de curvas se denomina curvas elipticas. La otra
posibilidad es §p = 1, en cuyo caso g(C) = 0, por lo que C = P'.

3.4.1.1. Curvas elipticas. En la presente seccion nos interesa estu-
diar

C: {(;y;2)€P?| F(x,y,2) =0},

en el caso no singular, cuando deg(F) = 3, en este caso, no solo
trabajaremos con el campo C, sino que, trabajaremos con un campo
arbitrario K, con el fin de mostrar que algunas de las singularidades
provienen de la caracteristica del campo.

Consideremos el polinomio F(x, y, z) = y*z—(x3+ax?z+bxz>+cz%),
donde a, b,c € K. Este es un polinomio homogéneo de tercer grado,
pues cada término de F tiene grado 3.

Ya que para polinomios con coeficientes en un campo arbitrario K
las derivadas parciales se definen de manera analoga al caso en que
nuestro campo sea el campo real, o el complejo, entonces

oF oF
= —(3x% +2ax%z + bz?), Y =2yz,

F
Z—Z = y? — (ax’® + 2bxz + 3cz?%),

Por lo que, determinar los puntos singulares de C equivale a
encontrar (xo; Yo; 2o) € P?, con

oF oF oF

0X |(x0;70:20) ay|(x0;y0;zo) 0Z |(x0;70;20)

Por ejemplo, si F(x, v, z) = y°z — (x3 + xz? + 62%) entonces

oF oF oF
P —(3x% + 2%), 3 =2yz, 5 y? — (2xz +182%),
las cuales se anulan si

3x2+22=0, 2yz=0, ,y*—(2xz+182°
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La primera ecuaciéon nos da z> = —3x2,lasegunda y=00z=0y
la tercera y? = 2xz + 1822

Si z = 0, al sustituir en la primera ecuacién tenemos x = 0, mientras
que al sustiuir estos datos en la tercera ecuacion nos da y = 0, pero
(0;0;0) & P,

Por otra parte, si y = 0, al sustituir en la segunda ecuacion
obtenemos 0 = 2xz + 1822 = 2z(x + 18z), de donde z = 0 o bien
x+ 18z = 0. El caso y = z = 0 implica x = 0, asi z # 0 de donde
x =-—18z.

Evaluando ahora el polinomio F en el punto (—18z;0; z) tenemos:

0=9°z—(x®+x2°+62%) = —((—182)° + (—182)z° + 62°

=(—(18%) — 12)z3 = 584423 = (4)(3)(487)23

y si la caracteristica del campo, char K # 2, 3,487, entonces z = 0. De
donde, si char K # 2, 3,487, la curva es no singular.

Dado (x;y;2) € P? = (K3 — {(0,0,0)})/ ~, entonces (x;y;z) es
la clase de equivalencia de un punto (x,y,z) € (K> — {(0,0,0)})
donde alguna de sus coordenadas no es cero. Si z # 0, entonces
(6> 2)=2(x/z;p/2;1).

Luego entonces, si tomamos z = 1 obtenemos que

fx,y) =F(x,y,1) = y* — x>+ ax® + bx +c,
de donde
{, )| ¥ —x*+ax®+bx+c=0} C {(x;y;2) | F(x,,2) =0},

y nos faltara agregar los puntos de la forma (x; y;0) que satisfagan la
ecuacion F(x, y,0) = 0.

Pero F(x,y,0) = —x3, luego entonces F(x,y,0) = 0 si x = 0. Asi,
solo nos falta agregar el punto (0, y, 0) = »(0, 1, 0).

El punto (0, 1,0) € P? es “el punto al infinito" del plano afin z = 1.

La curva afin C puede normalizarse como

¥y* = f(x), donde  f(x)=x3+ax®+bx+c.

De donde, si la curva no tiene punto singular, su género es uno.

En la siguiente parte veremos qué sucede cuando esta curva admite
puntos singulares. A partir de este momento, nuevamente trabajaremos
so6lo sobre el campo de los nimeros complejos C.

3.4.1.2. Cubicas planas singulares. Supongamos que

C = {(x0,; x1;X2) € P* | F(x0;%1;x2) =0}

es una curva cubica irreducible, y @ : § — C es un modelo no singular
de C. De acuerdo con la formula del género, g =1 — 3 pc g qc) Op-
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Asi, g=1o0bien g=0.Si g=1, entonces C es una curva cubica no
singular. Si g = 0 entonces C tiene un unico punto singular P tal que
op =1, por lo que P es un nodo o una cuspide simple de multiplicidad
dos.

PROPOSICION 3.4.1. Una cubica plana irreducible C C P? con un
nodo, tiene género cero y es proyectivamente equivalente a la curva
y? = x3 + x?. Esta cubica admite a la funcion p(t) = (t> — 1,3 — t) como
pardmetro local.

Una cubica plana irreducible C C C? con una cuspide simple de
multiplicidad dos es proyectivamente equivalente a la curva y* = x3.

Esta cubica admite a la funcion y(t) = (t2, t3) como pardmetro local.

Cuspide
Hee / Nodo

Figura 3.3. .

3.4.2. Cuarticas planas. Si C es una cuartica plana irreducible y
@ : S — C es su modelo no singular, el género de S esta dado por
g=3- ZPGSing(C) Op,asi0 < g <3.

e Si g = 3, la curva C es no singular, C es una curva no hipereliptica
de género tres.

Un ejemplo de esto lo constituye la curva F(x, y, z) = x* + y* + z4,
como VF = (4x3,493 423), entonces VF = 0 si y solamente si
(x,7,2) = (0,0,0), pero (0,0,0) ¢ P?, por lo cual esta curva no tiene
puntos singulares, y g(F) = 3 .

Aun mas, toda superficie de Riemann, S no hipereliptica de género
tres, puede representarse por medio de una cuartica plana no singular.

Basta considerar el sistema canénico | Ks |, ya que este define un
sistema lineal g3, pues deg Ks = 4 y por Riemann-Roch dim¢ H°(S, Ks) =
3, si So, 51, 52 es una base de H(S, K;), entonces la aplicacion ¢, : S —
P2, definida como Pk (p) = (s0(p); s1(p); s2(p)) tiene como imagen una
cuartica plana no singular.

Por otra parte, si la curva es hipereliptica, la aplicacién canoénica
¢k, se factoriza a traves del g3, por lo que su imagen es una conica de
multiplicidad dos, es decir, es una cuartica plana reducible.

e Si g = 2,1a curva C tiene un punto singular, nodo simple o cuspide
de multiplicidad dos.
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Un ejemplo lo constituye la curva
C:F(x,y,2)=x*+xyz? + y*.

Como VF(p) = (4x3 +yz2,4y3 +xz%,2xyz)=0siysolosip = (0;0;1) €
P2,y F(x,y,1) = xy + x* + ¥*, entonces f>(x,y) = xy es producto de
dos factores lineales distintos, asi p es un nodo simple de multiplicidad
m, =2,y 0, =1, por lo que g(C) = 2.

e Si g = 1, entonces la superficie de Riemann asociada es un toro
complejo, esto es, S = C/(Zw + Zw5), con Im(w,/w>) > 0.

En particular C puede ser una curva cuartica plana con dos nodos,
0 bien, un nodo y una cuspide simple.

Por ejemplo, la curva

C:F(x,y,2)=x*y*+z*=0.

Como VF = (2xy?,2x%y,42z3), entonces VF(P) =0siz=0yxy =0,
por lo cual C sblo tiene dos puntos singulares, a saber Py = (1;0;0) y
P, = (0;1;0), como F(1,y,z) = ¥ + z* y F(x,1,z) = x*> + z*, tenemos
que Py y P; son puntos singulares del mismo tipo, 6p, = p, y como
(d—1d—2)/2=32 3 pcsingc)Op = 26p,, entonces dp, = 6p, =1,y
tenemos que g(C) =3 — (2) = 1.

Podemos tener también este tipo de curvas si tenemos una unica
cuaspide doble, o bien un tacnodo.

Un ejemplo lo constituye la curva

C:F(x,y,z)=x*—y?z>+z* = 0.

De manera analoga a la anterior, podemos ver que esta curva
tiene un puntos singular en P?, a saber P = (0;1;0) y La curva afin,
flx,z)=F(x,1,z) = —z> + x* — z* de donde tenemos un punto singular
de multiplicidad dos, podemos ver localmente tenemos dos ramas, asi
sp=mp =2,y TpC; = TpCo, alin mas, podemos ver que este punto es
un tacnodo, es decir, 6p = 2. Concluimos asi que g(C) =3 — (2) = 1.

Otra forma de ver esta curva es considerar el plano afin z = 1,
en este plano, la curva induce la ecuacion y* = x* — 1, la cual
corresponde a un cubriente doble de la esfera de Riemann, con un
punto de ramificacion simple sobre cada una de las raices cuartas de
la unidad, y como consecuencia de la férmula de Riemann-Hurwitz
tenemos que g(C) = 1.

e Finalmente, si g = 0 tenemos varias posibilidades: podemos
tener un Unico punto triple singular, esto es, un punto ordinario
triple, o bien, un punto triple con dos ramas irreducibles cortandose
transversalmente, o finalmente una cuspide simple de multiplicidad
tres.
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Figura 3.4. .

Como ejemplo de este caso tenemos la curva
C:Fx,yv,z)=x3y+z*=0.

Podemos ver que C sélo tiene un punto singular, a saber P = (0;1;0),

pues VF = (3x%y,x3,42%) = 0 en P? s6lo si x = z = 0. Como

f(x,z) = F(x,1,z) = x3 + z*, tenemos que f3(x,y) = x3, asi p es
36-1D 3

una cuspide de multiplicidad mp = 3,y 8p = =5~

TEOREMA 3.4.2. Si C es una cudrtica plana racional entonces:

1. Si C tiene una cuspide “ramphoid", entonces C es proyectivamente
equivalente a
(v —x)* =xy*
localmente tenemos la imagen de ¢ : Pt — P2, p(t) = (1 + 3, £2, t4).
2. Si C tiene una cuspide doble y una cuspide simple de multiplicidad
dos, entonces C es proyectivamente equivalente a (v — x2)* = x3y,
localmente tenemos la imagen de ¢ : P! — P2, ¢p(t) = (1 + t; t%; t4).
3. Si C tiene tres cuspides simples de multiplicidad dos, entonces C es
proyectivamente equivalente a

2y — x%)% = 4x%(x — 2)(x + )

(Ia cual es dual a y? = x3 + x?), localmente 2y — x%)* = 4x*(x —
2)(x + ) es la imagen de ¢ : P! — P?, ¢p(t) = (t — 1/2;t%;t* — 283).

Ejemplos

1. Consideremos la curva C dada como el lugar de ceros
del polinomio homogéneo F(x,y,z) = x*y* + x*z> + y*z?, entonces
Fy = 2x(y* + 2%), F, = 2y(x*y + 2°) y F, = 2z(x* + ¥*), de donde, F
tiene como puntos singulares, Py = (1;0;0),P; = (0;1;0) y P, = (0;0; 1,
como f(x,y) = F(x, y,1) = x> + y*> + x>y?, entonces f>(x, y) = x*> + % =
(x + 1y)(x — 1y). Por lo que cada punto Py es un nodo simple.
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2.C:(x* +9?%)? = x*> — y? La lemniscata:

N

Figura 3.5. Lalemniscata.

Podemos ver que F(x,y,z) = (x? + ¥*)? — (x* — ¥%)Z?, es la curva
homogénea asociada, entonces

af 2 2 2 af 2 2 2 af 2 2
L =2x2 - 2 =2y[2 L= 2z(x -
Ix x[2(x"+y7)—z°], 3y Y2(x"+y7)+27], 3z z(x" =)
tenemos tres puntos singulares, a saber, nodos simples en P, =
0,0,1), Pi(1,1,0) y P, = (1, —1,0). En este caso, 6p, =1, para k = 0,1, 2,
de donde g(C) = “=1*=2 — 37, 55 =3 - 3(1) =0

3. C: (x? +y% — 3x)% = 4x%(2 — x):

Tacnodo Nodo

Figura 3.6.

Podemos ver que F(x, y, z) = (x% + ¥ — 3xz)% + 4x%(xz — 22°), es la
curva homogenea asociada, entonces

g =2(x% + 9% — 3x2)(2x — 32) + 4x%z — 8x(22° — x2),
% = 4y(x?* + y* — 3xz],
of

=" —6x2z(x? +y? — 3x2) — 4x%(4z — x)
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Para obtener los puntos singulares de ésta curva, necesitamos
obtener los puntos P = (x;y;z) tales que F(P) = 0, % =0, % =0y
Y-0

Resolviendo este sistema, podemos ver que tenemos un nodo, en el
punto Py = (1,0,1) y un tacnodo en el punto P; = (0,0, 1).

En este caso, 6p, = 1 en el nodo y como en una vecindad de P,
fx,y) =F(x,y,1) = (x? + > — 3x)%> = 4x*(2 — x), de donde f> = x?, asi
la linea tangente Tp, = x = 0 tiene multiplicidad dos, de donde, 6p, = 2.

Nuevamente g(C) = =18=2 _ 5§, =3 —(1+2)=0

4. C:(x*+y? —2x)> = x*> + v?, la Limason:

Noda

v

Figura 3.7. Limason.

Si consideramos el polinomio homogéneo asociado a la curva,
podemos ver que F(x, y, z) = (x> + > — 2x2)> — (x* + y?)Z>.

0

% =2(x%*+y% —2x2)(2x —22)—2xZ2°, % = 4y(x*+y° —2x2)—2yZ°,
0
alzc = —4x(x* +y* — 2x2) — 2z(x* + y*)

Resolviendo el sistema F = 0, % =0, % =0y % =0, podemos ver que

esta curva tiene un nodo en (0;0; 1) y dos cuspides simples con m = 2
en los puntos (0;1;1) y (0;1; —1). En este caso, 6p = 1 en cada uno de
estos puntos, de donde

4-1)4-2
ngg——l—§:5P=3—mn=o

5. La cardioide, C: (x? + y* — x)? = x? + y*:
Realizando un analisis similar al de los casos anteriores, podemos
ver que la curva C tiene tres cuspides simples de multiplicidad m = 2,

9(0) =
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cuspide

Figura 3.8. Cardioide

en los puntos (0;0;1), (1;1;0) y (1; —1;0). En este caso, 6p = 1 en cada
uno de estos puntos, de donde

4-1)4-2)
g(C)=f—Z(SP=3—3=O

3.4.3. Quinticas planas. A continuaciéon examinaremos algunos
ejemplos de quinticas planas:

1. Si C esta representada por un polinomio homogéneo de grado 5,
no singular, entonces C tiene género seis. Un ejemplo de esta curva es
F(x,v,2) = x>+ y° + Z°.

Aun mas, dada una superficie de Riemann de género 6 S, ésta
tiene un Unico sistema lineal g2, cuya imagen da la curva C (modulo
equivalencias proyectivas).

2. Si g = 5, esta curva tiene un unico punto singular, el cual es un
nodo o bien una cuspide simple de multiplicidad dos, en este caso la
superficie S es trigonal y no hipereliptica.

Un ejemplo de esto lo constituye la curva C : x°> + xyz3 + > = 0,
esta curva solo tiene un punto singular (0; 0; 1) el cual es un nodo, pues
f(x,y,1) = xy + x>+ y° de donde f» = xy, por lo cual, tenemos dos
lineas tangentes en (0, 0) distintas.

3. Si g =4, entonces 6p = 2, por lo cual C no puede tener un punto
triple (ni de orden superior), por lo cual podemos tener un punto doble,
o bien, dos puntos singulares simples.

Un ejemplo de este tipo de curva esta determinado por la ecuacion
C:x°+x322 + x?y3 + 9?23 = 0, esta curva tiene dos cuspides simples
de multiplicidad dos en los puntos (0; 0; 1) y (0; 1; 0).

4. Si g = 3, entonces > dp = 3, y s6lo pueden ocurrir los siguientes
Casos:

(a) C tiene un punto triple, y en éste, P es el inico punto singular
de C, la proyeccion 1p : S — P! es una funcién meromorfa de grado
dos asi S es hipereliptica.

(b) Si C no tiene un punto triple, pero tiene un punto doble,
P € Ccon ¢~ '(P) = P, +P, € S, entonces la proyeccion con centro
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en P, mp : S — P! determina una funcién meromorfa de tercer grado
entonces S en no hipereliptica, y la curva canénica asociada a S es una
cuartica plana no singular. Asi es posible encontrar un tnico punto
P, € ¢k(S) tal que 11p = 17p,, de donde D — (P, +P,) ~ K — P, parad € g2
de donde g2 =| K — P, + P; + P |.

(c) si tiene tres puntos singulares con 6p = 1, estos puntos pueden
ser nodos o bien, cuspides simples de multiplicidad dos, y tenemos
varias configuraciones: (3 nodos, 0 cuspides), (2 nodos, 1 cuspide), (1
nodo, 2 cuspides), (0 nodos, 3 cuspides). Y podemos tener las siguientes
configuraciones, véase 3.9:

A

3 nodos 2 nodos, y 1 nodo, y 2 3 cuspides
1 cuspide de m=1  cuspides de m=1 de m=1

Figura 3.9

5. Si g = 2, entonces Y §p = 4, necesariamente nuestra curva es
hipereliptica y podemos tener desde un punto de orden cuatro, hasta
cuatro puntos con 6p = 1.

Por ejemplo, la curva

C:F(x,y,2)=7°2  —x>+2°=0

tiene como punto singular P(0; 1; 0), pues VF(P) = (—5x*,2yz3,3y%2% +
5z%)=0six =0, yz =0, perosiy = 0, entonces z = 0, pero (0,0, 0) & P?,
porlo cual y # 0y z = 0. Como f(x,1,z) = z3 + (z° — x°), entonces
mp = 3 y en el punto P tenemos 6p > 3, y podemos ver que 6p = 4,
por lo que g(C) = 2. Nétese que F(x,y,1) = y2 —x>+1=0nos dala
representacion usual de una curva hipereliptica como cubriente 2 : 1
de la esfera de Riemann ramificandose en seis puntos, cinco de estos
puntos los constituyen las raices quintas de la unidad, y el otro punto
es el punto al infinito, en particular g(C) = 2.

6. Si g = 1 La curva es eliptica. Un ejemplo de este tipo de curvas
lo constituye la quintica Del Pezzo, la cual fue descubierta por Del
Pezzo en 1889, la cual tengo entendido, aparece en su articulo Sulla
quintica con cinque punti cuspidale, 1a cual aparecio en la revista, Napoli
Rendicontim Ser. 2,3, Vol. 46 en 1889. Esta curva es de grado cinco y
posee cinco cuspides simples de multiplicidad dos, puede encontrarse
informacion sobre esta curva en [L], [N, pg.176-179] y [Z].
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Esta curva puede obtenerse de una cuartica plana eliptica C" con
un tacnodo o una cuspide doble y una configuracion especial de sus
puntos singulares, por ejemplo, la curva

C":7(x + ¥)* — (x + Y)(7x? — 42xy + 31y?) — xy(7x — y)* = 0.
La curva que buscamos esta dada como la imagen de la aplicacion
W : C" — P? dada como
1 64x 3lx+y)+xy 3lx+y)+xy
1;—; + > + 3 .
X xX+y X X

Plx,y) = (
Obtenemos asi una configuracion como muestra la Figura 3.10

P=(0;0;1)

Q=(0,15) T=(-1/k)

R=(1,126) S=(1/k @)

Figura 3.10. Quintica del Pezzo.

donde k = v/3/7, « = h(1/k,(—9 + 5k)/(31 + k)), B = h(-1/k,(—-9 —
5k)/(31 — k)).
7.S g =0, se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 3.4.3. Quinticas planas singulares que admiten solo
cuspides como puntos singulares son proyectivamente equivalentes a
uno de los siguientes tipos:

1. ¢ : P = P?, ¢p(t) = (1,4, 1°).

O bien, ¢ : P — P2, p(t) = (1 + at — (1 + a)t?, t4, t°).

2. Pl — P2, p(t) = (1,2, t* + 1°).

O bien ¢ : P! — P?, ¢p(t) = (1, %, °).
(P P2, () = (8 — 172,82, 8> — 3t%/2).
(P P2, ()= (t—1/2, ¢4, t° + t4/2).
(P — P2, p(t) = (1,13 — 1,85 — 21°).
(P P2, () = (&, t3 — 1,80 + 212).
(P P2, () =(E— 1,83 —5/32,8° + t* + 11£2/16).
P —P? p(t)=(t— 1,83 —5/32,t° — 5t* — 25t%/26 + 125/128).

RN Uk w
RS SRS SR S S

Por ejemplo, usando la parametrizaciéon local dada en el inciso (1)
tenemos la curva C : F(x,y,z) = > — z*x = 0, notamos que VF =
(—z*,59*, —423x) por lo que esta curva tiene a P = (1;0; 0) € P>’como su
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unico punto singular. Aun mas, como f(1, y, z) = y*> — z*, entonces P es
una cuspide simple de multiplicidad cuatro, de donde 6p = %‘” =6y

gC) =
En la grafica 3.11 mostramos los diversos tipos de configuraciones
que se tienen en cada uno de los casos mencionados en el teorema:

™) (2) ®)
aw: (2 1)
=0 _ (:0 2, 2 ‘2 a2
6) Eyea ( o5 (22 63 65)
(2 2) 12) (2,2) (2,
oo a=(112) t=1/4 a=(5+6(5) )2
3 5 (@3

(3.3) w=(14(3) )2 ‘00(22)
b=(5+6(5) )2

Figura 3.11. Las parejas (m, ) indican la multiplicidad en el
punto y el valor de §.
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